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Convergence vers la loi normale!

Retour sur Monte Carlo (calcul
d’intervalles de confiance)!

Convergence d'une somme de loi B(p/n)!
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Lol d'une somme de v.a. 1.1.d ?
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Lol d'une somme de v.a. 1.1.d ?
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Théoreme de la limite centree

« THEOREME. [de la limite centree]
Soient X,, ..., X des v.a. i.i.d. On ne précise pas la loi.
On suppose seulement que var(X,) existe.
Soit y := E(X,), 02 :=Var(X,) et M, := (X, + ... + X.)/n

Alors pour n grand, M_ est approx. de loi N(u, a4/n)
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Commentaires

* Remarquer la géneralitée des hypotheses sur la loi des X !
On peut méme alléger I'hypothese d'indépendance...

« Formulation rigoureuse avec la convergence en loi :
Z ->Zenloi ssi Foo(X) =2 Fi(x)
en tout point x pour lequel F, est continue.

« Contre-exemple si var(X;) n’existe pas.
- Loi de Cauchy : f(t) = (1/m)x1/(1+t2)
* Proposition : si les X;sont i.i.d. et de loi de Cauchy,
alors pour tout n, M, est de loi de Cauchy.
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Historique

 De Moivre (1733) : cas de la loi B(p) avec p=1/2
« Laplace (1812) : cas de la loi B(p), p quelconque
« Lévy (=1920) : cas général
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Somme de v.a. — convolution

> Rappel : soient X et Y deux v.a. supposees
independantes et continues. Alors X+Y admet la
densite :!

Feor ()= [ fe(s=3) (0 dy = (f * £,)(5)
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Fonction caractéristique

» Qui dit convolution dit transformee de Fourier !
En proba., on a la fonction caracteristique!

@y (1) = E(eitx)

> Si X est continue, on reconnait la forme de la
transformee de Fourier :!

+$
" (D)= 0% 1, (1) dt
#$
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Fonction caractéristique

» Proprietes fondamentales : !

= SiXetYsontindéependantes, @y.y = @x Py
-> Transforme les convolutions en produit

" —_n

= XetYontméme loi ssi X — Y
-> La fonction caractéristique caractérise la loi

» Theoreme (Paul Levy)!
= Pourmontrerque X, — X enloi
il suffit de montrerque ", (J# "4 ()
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Schéma de preuve du TLC

Variables aléatoires Fonctions
X + ...+ X
n " g > @, (1)
Z, =
a/n “n
convergence Convergence
en loi simple
P(Z,<)" P(Z<)) ¢, ()—=@,()
v v
Zdeloi N(0,1) < > ®neon(?)
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Démo (sur un exemple)

: . _ AHtP2
> Exercice : montrer que ! yoy(l)=€
= Indication : montrer que ! ., €st solution de I'équa. diff.
z'(t)=-1z(t) avec z(0) =1

» Soient X, ..., X i.i.d de loi U([-a,qa]), avec a="3!

» Remarque : a est choisi pour que var(X;)=1
# Montrer que! .
2 (O# " oy (D)

» Demo genérale!
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Application: intervalles de confiance

Loi normale N(u,024/n) Loi normale N(0,1)
— X 4.+X $ #2 X - u

X=2r = “av )y = Z = ~N(0,I)
n % n (7/\/;

En pratique, on remplace ! | 5
par |IOZcart-type des X -1.96 @ 1.96

6%X 2—<u<x+2j_z 95% (1 = P(-2<Z<2)~95%

n
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Methode de Monte Carlo (MC)

» Nom donné au calcul de quantités

probabilistes par simulation!
= Probabilite, espérance, variance, quantile, ...

> Base theorique : loi des grands nombres!

» Exemple. Calcul de pi (voir TD)!

= En ufilisant un disque
= En ufilisant la fonction g : x -> (1-x2)1/2
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| fg(u)du

g +..+9U,)
n
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'g(u)du

L g(Uy) +..+9(U,)
n

n=100
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Calcul d’'integrale par Monte Carlo

» Remarque de base : si U est uniforme sur [0,1],!

# " g(u)du=E(g(V))
» Loi des grands nombres :!

# M =(gU)+..+4gU) )/ n - " g(u)du

# avec U,.., U  i.i.d. de loi unif. sur [0,1] !
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Calcul d’'integrale par Monte Carlo

» Variance d'une somme et vitesse de convergence!
# Ici X, = g(U,)!

# var(M) =02/ n avec o? =var(g(VU)), donc !
## # o(M)=0c(g)/"n

> TLC et im‘ervalle de confiance !
.

g(ZXX+2 z

# est un int. de conf. approché a 95% de ! g(u)du
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Calcul d’'integrale par Monte Carlo

Commentaires!

> Une partie en 1/"'n !

» Une partie qui depend de g -> on peut
reduire la variance en changeant g (de sorte

que l'integrale reste la meme)!
= VoirTD?2 et TD 10
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Convergence de la loi B(p/n)

> Probleme : loi du nb de spams regus sur une
periode T ?!
# |

» Une solution!
= On découpe [0, T] en n intervalles
= Sur chaque intervalle |, .= [(k-1)T/n, kT/n], on suppose :
 Qu’ily a au plus 1 spam
* Que la probabilité de recevoir un spam est proportionnelle a la
durée T/n

* Que les spams sont recus de facon indépendantes
» Loidunb despamsanfixé 2 Quandn->+ « 2
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Schéma de raisonnement

Variables aleatoires Fonctions
Z =X +.+X, % S @Zn (t)
avec X~ B(p/n)
Convergence
simple
P(Z,<.)" P(Z<) Pz, () =z ()
v v
Z de loi LOI (a trouver) ¢ > @) =@, (1)
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